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Kapitel XIV. Integration auf Mannigfaltigkeiten — Integralsatze

Die beiden Themen des Kapitels

— Integration auf (Unter-) Mannigfaltigkeiten

— Integralsatze
sind eng miteinander verwoben, und so sollen sie im Folgenden auch dargestellt werden. Wir
beginnen mit den Integralsatz von Green (in der Ebene) im Paragrafen 50, verallgemeinern
diesen Satz zum Satz von Stokes auf Flachen, und fiihren dabei im Paragraphen 51 die Inte-
gration auf Flachen im R? und allgemeiner auf k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des R™
ein. SchlieB3lich formulieren wir in § 52 den Satz von Gaul, der es erlaubt, das Integral Uber
eine offene, beschrankte Menge 2 C R™ unter guten Voraussetzungen an den Rand von 2 auf
ein entsprechendes Integral Uber den Rand (als (n — 1)-dimensionale) Untermannigfaltigkeit
zurlickzufiihren.

Damit sind die klassischen Integralsatze (der Vektoranalysis) erst einmal eingefuhrt und
bewiesen. Fir die weitere Behandlung aller Integralsétze, die letztlich die Form

/dw:/w
Q BlY)

haben (auch der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung), muss der Kalkil der Diffe-
rentialformen eingefihrt werden. Mit Hilfe dieses Werkzeugs wird dann der allgemeine Satz von
Stokes formuliert und bewiesen.

850 Integralsatz von Green

In der Literatur heil3t der Satz auch ,Satz von Gaul in der Ebene”. Bewiesen wurde er zum
ersten Mal von B. Riemann, bekannt geworden ist er vor allem aufgrund einer Arbeit aus dem
Jahre 1828 von George Green, einem Millermeister aus Nottingham.

(50.1) Satz: (Satz von Green fiir Rechtecke) Auf R = [a,b] x [c,d] sei ein C!-Vektorfeld F =
(P,Q) : R — R? gegeben (d.h. F ist die Restriktion eines C!-Vektorfeldes auf einer offenen
Umgebung von R). Dann gilt:

/ (F,dz) = deJery:/(QxPy) s .
OR

OR R
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Dabei ist mit 9R unter dem Integralzeichen der orientierte Rand als Weg gemeint. Genauer:
Die vier Kurvenstiicke

a(t) = (t,¢), a<t<b,
B(t) = (b,t), c<t<d,
y({t) =(a+b—t,d), a<t<b,
(t) =(a,e+d—t), c<t<d,

werden zusammengesetzt (addiert) und liefern die (richtig orientierte) stiickweise C'-Parametri-
sierung des Randes dR. Der Beweis des Satzes ergibt sich direkt durch mehrfache Anwendung
des Hauptsatzes.

(50.2) Hilfssatz: Es seien g,h : [a,b] — R stetige und rektifizierbare Funktionen (also stetige
Funktionen von beschrankter Variation, vgl. Definition 25.5) mit g < h. Sei

Bi={(v.y) € [a,b] x R: g(x) <y < h(a)}.

(Ein solcher Bereich wird Normalbereich in Bezug auf die z-Achse genannt, vgl. Abb. 50.1.) Ist
P : B — R partiell differenzierbar nach y und P, integrierbar, so gilt

_/pr(x,y)dAz(%y):/aBsz.

Abb. 50.1: B ist Normalbereich in Bezug auf die z-Achse.

Als Beispiele von stetigen Funktionen mit beschrankter Variation sind in erster Linie die
stickweise stetig differenzierbaren Funktionen zu nennen.

Wir wollen das zu (50.2) analoge Resultat faB Qdy = fB Q@ d)o fir Normalbereiche B be-
zuglich der y-Achse anwenden, um ein allgemeines Resultat flr Bereiche zu erzielen, die Nor-
malbereiche bezlglich der z-Achse und der y-Achse zugleich sind.

Beispielsweise ist jede Kreisscheibe B ¢ R? Normalbereich in Bezug auf die z-Achse und in
Bezug auf die y-Achse, und das gilt ebenso fur konvexe Bereiche mit geniigend glattem Rand.
Fur das gezeichnete Beispiel B oben gilt das nicht. B ist nicht Normalbereich in Bezug auf die
y-Achse. Aber dieses Beispiel kann in 2 Bereiche zerlegt werden, die beide Normalbereiche
in Bezug auf die z-Achse und in Bezug auf die y-Achse sind (vgl. Abb. 50.2). Fir B; und B,
erhalt man dann jeweils das gewiinschte Resultat (Satz 50.3), welches daher auch fur B gilt.



Milr - X1v 3

(Die Integrale Uber den doppelt durchlaufenen Weg léschen sich aus.)

Abb. 50.2: B ist zerlegt in By, B, die beide Normalbereiche in Bezug auf die z-Achse und auf die
y-Achse sind. Und es gilt:

/(Pdm+Qdy):/ (de+Qdy)+/ (Pdx+ Qdy),
0B 0B,

6B2
wenn die Rander jeweils positiv orientiert durchlaufen werden.

(50.3) Satz: (Integralsatz von Green) Sei Q C R? offen und B = Q ein Normalbereich beziig-
lich der z-Achse und der y-Achse. Sei F = (P, Q) : B — R? ein C!-Vektorfeld. Dann

/ (F,dz) = de+Qdy:/(Qx—Py)d/\2.
o0 o0 Q

Dabei ist OS2 positiv zu durchlaufen.
Dieselbe Formel gilt fir ein €2, das sich aus endlich vielen Normalbereichen zusammensetzt.
Dieselbe Formel gilt weiterhin fiir eine beschrénkte, offene Teilmenge 2 c R?, wenn der
Rand 0%2 von () eine stlickweise stetig differenzierbare und stiickweise regulare Parametrisie-
rung besitzt.

Im letzten Fall lasst sich der Rand durch endlich viele Graphen von C!-Funktionen beschrei-
ben. Man kann §2 daher in endlich viele Normalbereiche in Bezug auf die x-Achse und zugleich
auf die y-Achse zerlegen, mit jeweils differenzierbaren Begrenzungsfunktionen (vgl. Abb. 50.2),
die sich nur in den Randern schneiden, und die Aussage folgt aus dem Satz flr Normalbereiche.

(50.4) Anwendungen:

1° F = (P,Q) sei Potentialfeld auf einer offenen Menge %, d.h. P = U, , Q = U,, fur ein
Potential U : ¥ — R. Dann ist Q, — P, = 0, jedenfalls immer dann, wenn U zweimal stetig
differenzierbar ist. Fiir Q mit gutem Rand wie in 50.3 und 2 C ¥ gilt daher nach Satz 50.3:

/BQ(F,dx)—O,

das heil3t, das Wegintegral Uber die geschlossene Kurve 9N ist immer Null. Das wussten wir
schon aus der Diskussion in MIIA, vgl. Paragraf 30, insbesondere Satz 30.12, denn ein Po-
tentialfeld ist immer konservativ, was sich direkt ergibt, ohne den Umweg Uber den Satz von
Green.

2° Es sei B = Q) Normalbereich, oder der Satz von Green gelte fur 2 aus anderen Griinden,
z.B. weil der Rand von () stlickweise stetig differenzierbar und regulér ist. Dann ist der Inhalt
A2(€) durch das folgende Integral ausdruckbar:

A(Q) = ;/89 (xdy —ydz) .
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Wichtige Anwendungen des Satzes von Green finden sich in der Funktionentheorie:

Eine Funktion f : Q — C auf einer offenen Teilmenge Q2 C C heil3t holomorph, wenn sie in
allen Punkten z € () stetig komplex differenzierbar ist, wenn also

o fE+ ) = 1(2)

h—0 h = f,(Z)
existiert und die Funktion z — f/(z) stetig ist.
Es gilt dann
h) —
im TEENEIE g e,
Yy /
i TR < i = o)

Fur holomorphe Funktionen gilt also: Sie sind stetig (reell) partiell differenzierbar mit f,+if, = 0.

Wenn wir f = u 4+ iv schreiben mit u,v : Q2 — C, dann erfillen Real- und Imaginarteil u, v
von f also im Falle der Holomorphie die so genannten Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen (CR-DGIn):

Uy = Vy, Uy = —Vg .
(50.5) Satz: f = u + iv sei stetig partiell differenzierbar als reelle Abbildung f : Q — R? = C.
Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

1° fist holomorph.

2° u,v erfullen die CR-DGIn.

3° Die Jacobi-Matrix

Df(z) = (“ “y>

Vg Uy

wirkt als komplexe Multiplikation.

Zur Erinnerung: Das komplexe Kurvenintegral fur eine stlickweise stetig differenzierbare
Kurve ~ : [a,b] — C und eine stetige Abbildung f : Q@ — C mit y([a, b]) C Q2 ist

IRy O dr
Mit v = a + i3 also
[rerae= | (a0t~ v @i0) e+ [ (@0 +u6)50) a

und das ist die folgende Kombination von zwei reellen Kurvenintegralen

Lf(z)dz: (Ludxvdy) +¢</7vdx+udy> .

(50.6) Integralsatz von Cauchy: Essei f : Q@ — C holomorph auf der offenen Teilmenge 2 C C.
ZuaeQseir>0mitB={z€C:la—z <r}c Q. Danngilt

f(z)dz=0.
oB
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Dabei ist das Integral zu verstehen als das Integral Uber eine positive orientierte Kurve ~
des Randes 0B. Hier z.B. die Kurve y(t) = a + rexpit, t € [0, 2], also
2w ) )
fla+retyiredt =0.
0

B ist Normalbereich.

Natirlich verschwindet das komplexe Kurvenintegral fiir viele weitere geschlossene Kurven.
In der Tat fur alle geschlossene rektifizierbare Kurven, die sich innerhalb © zu einem konstanten
Weg stetig deformieren lassen (Homotopie).

(50.7) Integralformel von Cauchy: Es sei jetzt f : Q —C stetig partiell (reell) differenzierbar,
und es seien a, r, B,~ wie in 50.6. Dann gilt fir alle z € B

f(z) = - /mdc—ILMdA2<x,y>-

T 2 (—=z s T4y —z

Dabeiist 0f := %(fx +if,), also df = 0 fur holomorphe f. Im holomorphen Fall gilt also

1) = g [ £22 e

851 Integration auf Flachen

Im Folgenden sei Q C R? offen (der ,Parameterbereich®) und ¢ : Q — R? eine injektive
stetig differenzierbare Immersion, die topologisch auf das Bild S := ¥(Q) sei, fur die also die
Umkehrung ¢ = ¢! : § — (@ stetig ist. Insbesondere ist S eine zweidimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R?, also eine Flache im R?, und ¢ ist eine (globale) Karte. S oder v heif3t
auch Flachenstiick und v wird ,Parametrisierung* oder in diesem Fall auch C!-Einbettung ge-
nannt. Jede zweidimensionale Untermannigfaltigkeit M ist aus solchen Flachenstiicken wie S
zusammengesetzt: Es gibt eine offene Uberdeckung (.S;);c; von M, und dazu topologische C!-
Immersionen v; : Q; — S; (die Karten ¢; = z/zi‘l bilden also eine Atlas). Analog fir abstrakte
(also nicht in R” eingebettete) Flachen wie z.B. S! x S'.

Wie wird die Integration von @ auf S (ibertragen? (Die Restriktion von R? auf S gibt keinen
Sinn, die Integration ergibt stets Null, weil S in R? eine Nullmenge ist.)

Messbarkeit lasst sich leicht Ubertragen: Eine Teilmenge A C S wird einfach messbar ge-
nannt, wenn 11 (A4) C Q lebesguemessbar ist.

Damit ist auf S eine o-Algebra Lg definiert, weil « bijektiv ist. Und Lg enthélt die Borelalge-
bra B(S), weil ¢ topologisch ist. Zu einer Integrationstheorie auf S fehlt jetzt ein MaR, die den
Messraum (S, Ls) zu einem MaRraum macht. Es gilt also, einen verallgemeinerten Flachenin-
halt

)\S(A) € [07 OO]

fur messbare Teilmengen A C S zu finden.

Einige heuristische Uberlegungen zur geometrischen Bedeutung des Vektors 11 x 15 und
seiner euklidischen Lange [|11 x 12| im R3 als Flacheninhalt des von den beiden Vektoren
Y, 5 = 1,2, aufgespannten Parallelogramms flihren zu der Feststellung, das die Bilder von
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kleinen Rechtecken R C @ mit den Seitenlangen » und s, R = g + [0, 7] x [0, s], also Voly(R) =
|re1 x seo|| = rs angendhert den Wert ||r1(q) x si2(q)|| = rs||v1(q) x ¥2(q)|| als den neuen
Flacheninhalt erhalten sollten. Dabei ist wie zuvor ;(q) := 9;%(q) , i = 1,2, die durch die Para-
metrisierung 1) gegebene Basis des Tangentialraums von S im Punkte ¢ (q).

Im Grenzibergang fuhrt das zu dem Ansatz

As(A) = /Q a0 %(@) 1 x $a(@)]| drala)-

Wir erinnern an |4, x 42||*> = det(g;;), wobei (g;;) der MaRtensor mit den Komponenten

9ij(q) = (¥i(q),¥;(q)) ist.

(51.1) Satz — Definition: Durch
As(4) = [ a0 6(a)ydetlgis(a) drala)
Q

wird ein MaR auf Lg definiert, das unabhéngig von der Parametrisierung  ist. [22.1.08]

Es gilt also fiir eine weitere topologische, stetig differenzierbare Immersion ¢y : Q — S zu
zeigen, dass

/ xa ©¥(q)y/det(gii(q)) dA2(q) = /
Q

Q

X4 0 9(@)/det(7;;(2) dX2(q)
zutrifft. Diese ldentitét folgt aus dem Transformationssatz, denn fiir den C!-Diffeomorphismus
® .=y lor:Q — Q liefert die Kettenregel

det(7,;;(7)) = det(gr(®(q)) (det DP(q))* .

(51.2) Folgerung: Die Integration von Funktionen f : S — E erfolgt Gber die Formel
/fd/\s = /fd)\s :/ foz/; det(gij)d)\g.
S Q

Das Integral ist das Oberflachenintegral.

(51.3) Beispiel: Oberflache der 2-Sphéare S% vom Radius R durch Bestimmung der Oberflache
der Halbsphére S mit der Parametrisierung ¢ : Q — S, (z,y) — (z,y,\/R? — 22 — y?), wobei
Q={(z,y) : 2* +y*> < R?}):

1’2

° S DI —
B /R2_x2_y2) - +RQ—x2—y2’

0,

xT
gi11 = <(1707_\/m)7(17

_ _ r _ Yy -
gi12 = <(1707 /7}22—552—3/2)7(0’1’ /7R2—J:2—y2)> - R2—$2—y2’
2
Y
922:1+—R2—z2—y2'
R2

det(gij) = (R2 —2? - 92)_2 ((R2 - y2)(R2 - xQ) - x2y2) = m .
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Daher folgt

Az () / i dad / zﬂ / B
2 = g - ,
o {224y2<R?} \/ R? — 22 — y? Y o Jo VR?—12 4

und schliefRlich

R r r=R 2
Mgz (S) = 27TR/ = sz( VERE =2 |"= ) = 2rR?.
0

R2—T2

Deshalb ist )\S%(S%) = 47 R? die Oberflache der 2-Sphare vom Radius R.

(51.4) Bemerkung: Auf dieselbe Weise wie 51.1 / 51.2 lUbertragen sich Mal3 und Integral auf
Untermannigfaltigkeiten beliebiger Dimension: Wenn nur ¢ : Q — R" eine topologische C!-
Immersion ist auf einer offenen Menge Q C R* | k < n, M = +(Q) (solch eine Abbildung
wird auch eine C!-Einbettung genannt), so hat man ja den MaRtensor

9ij(q) = (0ib(q),05¢(q)) , 1 <i,j <k,

auf der Mannigfaltigkeit M, und dieselben Formeln wie in 51.1 und 51.2 liefern Mal3 und Inte-
gration, unabhangig von der Parametrisierung:

Ar(A) = /Q xa © $(q)y/det(gi;) di(a)

fur messbare A ¢ M, und

/MfdAM:/fdAM:/Qfoqp,/det(gij)dxk,

fur Funktionen f : S — E.
(51.5) Bemerkung: Es gilt fur ¢ = (¢, %%, ¢3) : Q — S C R3:
a(wl,uﬂ))? <a<w2,w3>>2 <a<¢3,w1>)2
det(gij) = | o152 ) + (| =252 ) + | =252 )
(95) ( a(q", ¢?) (4", ¢?) a(q", ¢?)
dabei ist 2¥2%") die Determinante der Jacobimatrix zu (Y1, 9?) : Q — R2, also det D(¥!,9?),

a(qt,q?)
etc.

Mit diesem Ausdruck erweist sich die Formel in 51.1 flr den Inhalt

wl wQ <8<w2,w3>>2 <a<w3,w1>>2
+ ——= | + | =] dX
/ \/ ¢, ¢*) a(q*, %) ?
als eine direkte Verallgemeinerung der Kurvenlange

b b
- / 141 dt = / VEO) + (G200)2 + (7(1)) dt.

Das gilt auch analog fir das Integral.

In Analogie zum Wegintegral fv (F,dx) im Eindimensionalen wird auch Uber Flachen ein
Integral von Vektorfeldern Gber die Flache S eingefuhrt. Im Spezialfall, kommt das bereits im
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Integralsatz von Green vor.

(51.6) Definition: Ist F = (P,Q, R) : S — R? ein stetiges Vektorfeld, so setze

- o0, v)
/SdeAdz .—/QPowq)a(ql,qz) (q) dalg)
_ o(*, 1)
JLadnds= [ @ova Gt @an.
o (Y, v?)
/SRde‘/\dy -—/QRO%ZJ(Q)(W(Q)d)\z(Q)-

Dann wird die Summe dieser drei Integrale (falls die rechten Seiten alle drei im lebesgueschen
Sinne existieren) mit

/de/\dz+deAd:c+Rdx/\dy
S

bezeichnet und das Oberflachenintegral von F' Gber S genannt.

Man kann das Integral auch in der Form [ (F, do) schreiben und erhalt damit eine formale
Analogie zu den bekannten Wegintegralen f7 (F,dz).

Damit das Sinn gibt, muss nach die Unabhangigkeit von der Parametrisierung ) gezeigt
werden. Sie gilt nicht total sondern nur bis auf Vorzeichen, welches davon abhangt, ob der
Parameterwechsel orientierungstreu ist oder nicht. Trotzdem erlaubt man sich, das Integral in
Abhéangigkeit von S zu schreiben, im Kontext wird jeweils klar, wie mit dem Vorzeichen umzu-
gehen ist. Oft genug beschrankt man sich auf orientierungstreue Koordinatenwechsel.

(51.7) Satz: Die Definition 51.6 ist unabhangig gegentber Parameterwechsel bis auf Vorzei-
chen, das durch die Orientierung des Parameterwechsels bestimmt wird. Das Vorzeichen ist
.+, wenn die Determinante von F = )~! o ¢ positiv ist, und ,—* wenn sie negativ ist. [25.1.08]

Es ist sinnvoll, den Parameterbereich Q als zusammenhéngend vorauszusetzen, weil dann
nur zwei Werte insgesamt fur das Integral mdoglich sind.

Andere Schreibweise:
(51.8) Satz: Es gilt
/ Pdyndz+QdzNdx+ Rdx ANdy = / (F o1(q), Y1 x a(q)) dra(q) -
S Q

Ruckfihrung auf das bereits vorher eingefiihrte Oberflachenintegral Giber den Normalenein-

heitsvektor
V(q) — wl(Q) X ’(/}Q(q) .
[11(q) x P2(q) |l

(51.9) Folgerung: Es qilt
/de/\derde/\deerx/\dy:/ (F,v) d\g .
S s
Die Normalenrichtung in einem Punkte p € S der Flache S, also der eindimensionale Raum

N,S ist durch v(q) , ¥(q) = p, gegeben: N,S = Ruv(q). Es gibt genau 2 Normaleneinheitsvek-
toren +v(q) im Punkte p an die Flache S, und je nach Orientierung der Parametrisierung v
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wird durch v(g) ein vorgegebener Normalenvektor gegeben oder durch —v/(q): Fur eine weitere

(topologische immersive C!-) Parametrisierung ¢ : Q@ — S mit p = 1(q) gilt v(¢q) = ¥(q), wenn
det D(¢p~! 0 4b)(q) > 0 und es gilt gilt v(q) = —7(g), wenn det D(x»~! 0 )(g) < 0.

Die Vorzeichenmehrdeutigkeit der Normalen ist also dieselbe wie die des neuen Integrals,
wie sich aus der Formel in 51.9 ablesen lasst.

(51.10) Satz: (Der Stokessche Integralsatz fiir Flachen)  Die Einbettung v : Q — S C R3
sei zweimal stetig differenzierbar. Es sei B ¢ @ c R? ein kompakter Bereich, dessen Rand
eine stickweise stetig differenzierbare und regulare Parametrisierung hat. Sei ) := w(é) C
S und sei v eine stiickweise regulare C'-Parametrisierung des Randes 9 mit der richtigen
Orientierung. Sei F = (P,Q, R) : S — R? ein stetiges Vektorfeld, welches die Restriktion eines
stetig differenzierbaren Vektorfeldes auf einer offenen Umgebung von S ist. Dann gilt

OR 0Q OP OR 0Q OP
— — — | dynd — — — ) dzAd — —— | dz ANdy =
/Q(ay 82) yn Z+<8z Ox) #h er(éh: Gy) vhay

/Pda:—i—Qdy—i—Rdz.
.

Man erkennt den Satz von Green 50.3, wenn man alles als von z unabhangig ansieht. Das
heilRt konkret: ¢ (x,y) = (z,y,0) und S = @ x {0} ist die durch Q gegebene ebene Flache.
Umgekehrt kann man sich vorstellen, dass der Satz 51.10 aus dreifacher Anwendung des Inte-
gralsatzes von Green 50.3 besteht.

Beweis. Seia := ¢ ~! o~ die entsprechende Parametrisierung von 0B, also v = 1 o . Wir konzentrieren
uns auf den Term fV Pdx und setzen u := P o). Dann ist

b b b
[pas= [ Po@)i@ = [ Pow)Gwteatd = [ ua@)sa0d = [ widdvudd?.

[e%

Wir wenden auf [ (uy1)dgq' + (ut3) dg® den Integralsatz von Green 50.3 an und erhalten

/ Pz = / (ul) dg" + (up}) dg? = /B (91 (i) — Bu(usl)) s

Um das gewiinschte Ergebnis zu erzielen, muss noch der Integrand im letzten Integral geeignet um-
formuliert werden: Es ist 8, (uihd) = 0y(P o 1) 4s + P oy = STo_ (8 P)Yh oy + P o ¢ &9 und
Do (urhl) = Z‘z:l(é)k Pkl 4+ P o4 Oytpt. Weil 4 als zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzt wird,
ist 91p] = 91103. Der Integrand hat also die Form:

3
> 0k P)(WF v — 05 ¥).

k=1
it Ok P)(WF 03 — v§ o) = 01 P} vh — 3 01) + 2P (U ¢ — w3 o}) + s P} vg — ¢ ¢), also ist

der Integrand
P AW Y3 | 0P oW, v
dy 9(¢,q?) 0z A(g',q?)
Damit ist nach Definition 51.6 die Identitat

/de:/—a—PdmAdy+/aidzAdx
~ dy 0z

gezeigt. Analog verfahrt man mit f7 Q@ dy und fw R dy, um das Ergebnis schlieBlich durch Aufsummieren
zu erhalten. O
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(51.11) Definition: Rotation.  Fur ein Vektorfeld F' wie im Satz 51.10 setzt man
<8R 0Q 0P OR 0Q 8P>
rotF=———,———,——— .

Man erhalt die folgende Formulierung des Satzes 51.10:

(51.12) Integralsatz:

/Q(l"OtF,W d)\SZ/ (F,dx) .

oN

852 Der Integralsatz von Gaul3

(52.1) Satz: (Integralsatz von Gauf? fir Rechtecke)  Sei R = [, [ai, b;] ein kompakter Qua-
der und es sei F : Q — R" ein C!-Vektorfeld. Dann gilt

/dideAn:/ (F,N) d)g,
R

OR

wobei N die duRere Normale auf OR ist und div F := 9, F* die Divergenz.

(52.2) Definition: Es sei B C R™ kompakt mit a € B.

1° « heildt regularer Randpunkt, wenn es eine offene Umgebung V' € R"™ von a und eine
C!-Funktion u : V — R gibt mit Vu(x) # 0 fur alle z € V, so dass

BNV ={zx eV :u(x) <0}.

Es gilt dann 9B NV = u~1(0), und diese Menge ist (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R".

Ansonsten heil3t a singular.

2° 0B :={a € 0B :aregular}, ;B := 0B\ 0,B. 0,B ist n — 1-dimensionale Untermannig-
faltigkeit, also eine Hyperflache.

3° B ist C*-Polyeder, wenn 9;B eine (n — 1)-Nullmenge ist. N ist eine (n — 1)-Nullmenge
(vgl. Hausdorffmalf3), wenn

inf{> rp " 3o € R": N C | (be + [0,7:]")} = 0.
k=1 k=0

Zum Beispiel sei N in der Hyperebene R"~! x {0} = M enthalten. Dann ist N genau dann
(n —1)-Nullmenge, wenn N als Teilmenge der (n — 1)-Untermannigfaltigkeit A/ eine Nullmenge
ist (dh. alle Bilder von N unter allen Karten sind Nullmengen in R”~!). Analog fiir beliebige
Hyperflachen M C R™.

4° Das aullere Normalenfeld N : 9,B — R" ist folgendermafen festgelegt: N(a) ist der
eindeutig bestimmte Normalenvektor zu a € 0, B, zu dem es ¢ > 0 gibt, so dass fur alle ¢t € 0, €]
stets

a+tN(a) ¢ B,
a—tN(a) € B,
To(0,B) L Nf(a)
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Es ist Vu(a)
N = Fu@

wenn immer w die in 1° genannten Eigenschaften hat.

(52.3) Integralsatz von GauB: B C R" sei C!-Polyeder mit messbaren Rand. Dann gilt fiir
C'-Vektorfelder F : B — R™:

/dide)\n:/ (F,N) d\s , (S=0,B).
B orB

(52.4) Interpretation: Es sei F : B — R?® das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen,
stromenden Flussigkeit. Die mittlere Ergiebigkeit innerhalb eines Quaders R C B (die Summe
dessen, was hinein fliel3t und was heraus flief3t in Relation zum Volumen) ist

1
7V013(R) /8R (F,N) d\g .

Im Falle, dass man R gegen einen Punkt konvergieren lasst, ergibt sich bereits aus (52.1) (und
auch aus dem Satz von Gaufl3) der Wert

1
(F,N) d\g = lim / div F'dA3 = div F(p) .
B

1
lim ———
Rep Vols(R) /5, = Rep Vols(R)

Die GroRe div F'(p) wird daher auch die Quelldichte von F'in p genannt. [29.1.08]

(52.5) Beispiele: B C R" sie ein C'-Polyeder mit messbaren Rand.
1° F(z) =z, z € B. Dannist div F' = n konstant und (52.3) liefert

1
Vol,(B) = ~ / (F,N) d\g .
n Jo.B
2° Fira € R™ sei
Flz)= ——%_ 2 €R"\ {a}
|z —all"”

Dann ist im Falle a € B
/ (F,N) d\s = wy,,
o.B

wobei w,, die Oberflache der Einheitssphare S*~1 ist.

Ansatz: B, := B\ {z € R" : ||z — a|| < ¢}: Wegen div F' = 0 ist

0:/ (F,N) d)\s—/ (F,N) d\s.
0.B 0B(a,e)

Und faB(a,g) <F7 N> dAs = faB(a,a) 5”%1 dAg = wy,.

§53 Differentialformen

In Arbeit.
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M sei eine C*°-Mannigfaltigkeit der Dimension k. £(M) sei der kommutative Ring der C*°-
Funktionen auf M. G(M) ist der £(M)-Module der beliebig oft differenzierbaren Vektorfelder
auf M. Eine Differentialform auf M vom Grad p ist eine bezuglich £(M) p-multilineare und al-
ternierende Abbildung w : (M )P — £(M). Der Modul all dieser Differentialformen vom Grad p
wird mit AP (M) bezeichnet.

Zum Beispiel df € A (M) fur f € E(M):
df(X) = Xf=Lxf, X € B(M).

In lokalen Koordinaten durch eine Karte ¢ : U — Q, Q C R” offen, ¢ = (¢, ..., ¢"), hat jede
Differentialform w € AP(M) die Darstellung

wlu = wj,...5, dg@' A ... NdgP

mit Wit ,.sdp dqjl c S(U)

Die &auRere Ableitung dw € APT(M) von w € AP(M) wird durch diese lokale Darstellungen
in folgender Wiese gegeben

i ANdgT A N dgP

-----

854 Integration von Differentialformen. Orientierung

(54.1) 1. Schritt: Es sei M c R¥ eine offene Teilmenge und w € A*(M) eine Differentialform
vom héchsten Grad. Dann ist w von der Gestalt

w:qul/\.../\qu

[ o

Bemerkung: Nach Definition der Differentialformen ist f beliebig oft differenzierbar. Wenn M
beschrankt ist oder wenn f kompakten Trager hat, ist f also integrierbar.

und das Integral wird durch

definiert, soweit f integrierbar ist.

Natdrlich werden auch allgemeinere Koeffizientenfunktionen anstelle von f zugelassen.

Wir interessieren uns fur das Transformationsverhalten unter einem C>°-Diffeomorphismus
® : M — M, wobei M eine weitere offene Teilmenge von RF ist. Der Transformationssatz liefert
fur integrierbare f : M — R die Formel

fd)\:/ fo®|det D®| d\.
M M
Firw= fdq' A...Adg" ist

B*w = (f o @) (det DB) dg" A ... A dg" € A*(D).

Das haben wir weiter oben bereits festgestellt, die Formel folgt aus den Eigenschaften der
Determinante oder ganz explizit aus

D*w = (fo®) (®*dg* A ... A D*dg")
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09I
aal

. 0 . 0 oOdbI
S*dg? | — | =dd’ [ DOP.— | = ——.
da <a¢”> 4 ( aqm> o™

Damit haben wir fir zusammenhangende M gezeigt:

zusammen mit ®*dq? = dg’ und diese Identitat wiederum ergibt sich direkt aus der Definition

von ®&*:

(54.2) Lemma:
/ w = sign(det DP) / Pw.
M M

(54.3) 2. Schritt: Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ mit einer Karte
¢ : U — @ und einer Differentialform w € A¥(M), die ihren Trager in U hat. Dann wird definiert

W=¢"):
fomfve

Fir eine weitere Parametrisierung + : Q — U C M ist der Kartenwechsel
P=¢poy:Q—Q

ein C>°-Diffeomorphismus, also gilt (fir zusammenhé&ngende U):

Aw:iﬁw

und das Vorzeichen wird durch das Vorzeichen von det D® bestimmt.

[5.2.2008]

(54.4) Lemma:

Denn nach 54.2 ist fww = fQ Prw = ifé P*9p*w. Wegen ®*p*w = (1 o ®)*w und 1o & =
o oo =1 folgt ®*¢*w = 3" w und damit die Behauptung.
(54.5) Der eindimensionale Fall: Sei M C R™ eindimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann

hat w € A'(M) die Form w = Fldg! + ...+ F™dq"™ und zu einer stetig differenzierbaren Para-
metrisierung v : [a,b] — U von U C M gilt wegen v*(d¢?) = dq¢’ (§) = #7 dt

n

Y'w = Z(Fjo v) A2 dt .
j=1

Daher ist im Sinne des neuen Integrals

b
/w :/ (FLA)A () + .+ F (y(£)3" (1)) dt ,
¥ a

also stimmt das neue Integral mit dem alten Wegintegral tberein:

Lw:L(Fldq1+...+F”dq”):A<F,dq>.

Analog hat man die Integration von p-Formen w € AP(M) Uber (oder ,langs*) p-dimensionalen
Untermannigfaltigkeiten N C M einer Mannigfaltigkeit.
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Aber wie kommt man von einer Karte auf die Gesamtheit der Mannigfaltigkeit, insbesonde-
re unter Berlcksichtigung des Vorzeichenwechsels bei einigen Koordinatentransformationen?
Dazu wird die Orientierung gebraucht und weiterhin ist es nétig sein die Teilungen der Eins auf
der Mannigfaltigkeit einzufiihren ujnd zu verwenden.

(54.6) Definition: (Orientierung)

1° Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Die Wahl einer geordneten Basis b1, ..., b, ist
eine Orientierung von V. Eine weitere solche Basis a1, . . ., a, legt definitionsgeman die gleiche
Orientierung fest, wenn die durch F(a;) := b; gegebene lineare Abbildung eine positive Deter-
minante hat. V' hat genau zwei Orientierungen. Diese lassen sich auch als Aquivalenzklassen
von geordneten Basen von V' verstehen.

2° Die Mannigfaltigkeit M ist orientiert, wenn jeder Tangentialraum 7, M , a € M, orientiert
ist, und die Orientierungen differenzierbar zusammenpassen: Fir jede zusammenhangende
Karte ¢ : U — @Q der Mannigfaltigkeit mit der Parametrisierung » = ! gilt die folgende
Alternative:

i) entweder stimmt ¢ (q), ..., ¥r(q) fur alle ¢ € @ mit der vorgegebenen Orientierung von
TyqM Uberein,

ii) oder diese Basis ¥1(q), . . ., ¥x(q) legt stets die entgegengesetzte Orientierung fest.

Im ersten Falle heil3t die Karte eine orientierte Karte.

(54.7) Bemerkungen:

1° Eine Orientierung auf M wird durch einen Atlas (¢, : U, — Q.).er 9egeben, fir den stets
gilt: Im Falle U, N U,, # 0 ist det D(ip, o ;1) > 0. Und jede Orientierung der Mannigfaltigkeit
liefert einen solchen Atlanten, den wir einen orientierten Atlas nennen.

2° Das Mobiusband als Untermannigfaltigkeit im R? ist nicht orientierbar.

3° M ist genau dann orientierbar, wenn es eine k-Form w € A*(M) (dim M = k) gibt, die
nirgends verschwindet: w(a) # 0 fur alle a € M.

4° Im Falle eine Hyperflache M c R**! gilt: M ist orientierbar, wenn es ein stetiges Vek-
torfeld N : M — R*+! gibt, so dass fir alle a € M stets gilt: N(a) # 0 und N(a) LT, M.

5° Eine zusammenhangende Mannigfaltigkeit hat hochstens zwei Orientierungen.

Die wichtigen Eigenschaften einer Untermannigfaltigkeit lassen sich mit Hilfe der Atlanten
formulieren. Atlanten sind auch grundlegend fur den Begriff der allgemeinen abstrkaten Man-
nigfaltigkeit.

(54.8) Definition: (Mannigfaltigkeit)

1° Eine (abstrakte) C*°-Mannigfaltigkeit M der Dimension k ist ein separabler metrischer
Raum mit einem Atlas (p, : U, — Q,).cr (d.h. ¢, topologisch, die @, sind offene Mengen @, ¢ R*
und M = J,c; U,) fur den stets gilt: Im Falle U, N Uy, # D ist ¢, o @1 ein C>°-Diffeomorphismus.

2° M ist orientiert durch solch einen Atlas, wenn die Ableitung des Kartenwechsels immer
positive Determinante hat.

3° f: M — R™istC>®, wenn alle fog!:Q, — R™ beliebig oft differenzierbar sind.
Ebenso fir Banachrdume FE anstelle von R™.

4° Eine Abbildung f : M — N zwischen C*-Mannigfaltigkeiten heil3t beliebig oft differen-
zierbar, wenn f stetig ist und wenn beziiglich eines Atlanten (v, : Vi, — P:)xex Von N alle



Milr - X1v 15

éx o f: f~Y(Vi) — p. beliebig oft differenzierbar sind.

(54.9) Lemma: Eine Mannigfaltigkeit M besitzt eine C*°-Teilung der Eins zu jedem vorgegebe-
nen Atlas (¢, : U, — Q,).e1. Das ist eine Kollektion n, : M — R von C*°-Funktionen auf M
mit:

nLZO1

n, ist lokal endlich, das bedeutet, dass jeder Punkt « € M eine Umgebung V hat, fur die
{tel|3zeV:n(z)#0}endlchist,

> .er =1 (die Summe ist punktweise endlich),
fur alle . € I ist der Trager Trn, kompakt und liegt in U,.

(54.10) 3. Schritt: M sei orientierte Mannigfaltigkeit der Dimension & mit einem orientierten
Atlas (¢, : U, — @Q,).cr und einer zugehorigen Teilung der Eins. Fir w € A*(M) gilt

1° [, mw:= [y, mw ist definiert ohne Mehrdeutigkeit.
2° [yw:=3 [, nw, falls die rechte Summe existiert.

Bemerkung: Alles unabhéngig von der Wahl des orientierten Atlanten und der Teilung der
Eins. Das ist mit 1° gemeint.

855 Der allgemeine Stokessche Integralsatz

M seiin diesem abschlieBenden Paragrafen eine orientierte C°°-Mannigfaltigkeit der Dimension
k > 1und Q C M sei eine offene Teilmenge mit kompakten Abschluss Q C M.

(55.1) Satz von Stokes:  habe einen ,glatten* * Rand. Fir w € A*(M) gilt dann stets

/dw:/ w.
Q o0

(»olatter* Rand impliziert, dass 052 eine (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von A/ ist mit
einer Orientierung, die zur Orientierung von M passt. Das gilt es im Folgenden zu erklaren.)

(55.2) Wiedersehen: 1° Es seien Q, M c R? offene Teilmengen mit Q c M. Jede 1-Form
w € Al (M) hat die Darstellung w = Pdx + Qdy und es ist dw = (Q, — P,)dz A dy. 55.1 bedeutet
also
Pdx + Qdy = / (Qz — Py) dxdy .
a0 Q

Das ist die Folgerung im Satz von Green 50.3. Da 55.1 ohne spezielle Einbettung formuliert ist,
folgt entsprechend auch der Satz 51.10 (Stokesscher Satz fir Flachen im Raum R?) aus 55.1,
jedenfalls fur €2 mit glattem Rand.

2° Ahnlich kann man den Satz von GauR 52.3 auf 55.1 zuriickfiihren. Man beachte, dass
ein Vektorfeld F = (F,..., F") eine (n — 1)-Form

wp = (1P (dg' A dgi . A dg")
j=1

vgl. Definition 55.4
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definiert mit
dwp = (div F)dg* A... Adg".

(55.3) Spezialfall: Es sei M = R* und Q = {q € R* : ¢* < 0} mit dem Halbraum H* = Q und
dem Rand
00 =0H" = {geR": ¢! =0} = {0} x RF1 = RFL,

Flr die Parametrisierung
w : Rk_l - aQ? (q27"'7qk> = (07q27"'7qk)7

des Randes 952 gilt fiir jede Differentialform w € A*~1 (M) mit kompakten Trager:

/de:/ww.

Beweis: Dies ist der wesentliche Teil des Beweises von 55.1!
Die Differentialformen 37 := dq' A ...dg7 A ... A dg* bilden eine Basis von A*~1(M) Uber
E(M). Also kann die Differentialform w in folgender Weise eindeutig dargestellt werden:

k k
w:ZaJﬂj:Zajdql/\...dqj/\.../\qu,
j=1 j=1

wobei a; € £(M). Es folgt

k k
dw:Zdaj/\dql/\...dqj...Aqu: Zaiajdqi/\dql/\...dqj.../\qu,
j=1 ij=1

also

k
do= Y (-1)"0a; | dg" A...Ndg",.
i=1

k
/dw: (=17 "10ja; | d\g
Q =

entsprechend der Definition 54.1 (1. Schritt). Nach Satz von Fubini gilt

0
/ Drard) = / ( / Hrar () dql) Dy = / a1(0,4) AN (q)
Q Rk—1 —00 RE-1

weil a; kompakten Trager hat. Wieder nach dem Satz von Fubini ist fir j > 2:

/ (9]‘@]‘ d)\k = / </ 8jaj dqj> d)\k,1 = / Od)\k,1 = 0,
Q Rk-1 —o0 Rk-1

weil auch a; kompakten Trager hat. Insgesamt erhalten wir das Zwischenergebnis

/de = /Rk_l a1(0,q) dA\p—1(q) .

Es folgt
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Mit der Parametrisierung +» : R*=1 — 9Q, (¢2,...,¢") — (0,¢%,...,¢"), berechnen wir im
Folgenden fww = Jar1 ¥*w. Esist ¥*(dg') = 0 und ¢*(d¢’) = d¢? fur j > 2, also ist *(5') =
B =dg®> A...Adg" und ¢*(57) = 0 fir j > 2. Daher ist

/d,“:/w-l w*wz/w_lalowﬂl =/R a1(0, ) de_s

Es folgt die Behauptung
/dw:/w.
Q ¥

Die Parametrisierung + induziert also die ,richtige” Orientierung auf der Mannigfaltigkeit 0.
Der Rand 09 ist ,glatt* und durch ¢ orientiert. Daher:

/dw—/w
Q o0

in der durch ¢ gegebenen Orientierung.

g

Jetzt passen wir die Definition so an, dass der Spezialfall — modulo Uberlegungen mit der
Teilung der Eins — bereits unser Resultat 55.1 sichert:

(55.4) Definition: 2 hat einen glatten Rand, wenn fiir jeden Punkt a € 952 eine orientierte Karte
¢ : U — Qvon M mita € U existiert, so dass o(QNU) = H* N Q gilt. Skizze!

Es gilt dann auch (92N U) = 0H* N Q = Q N ({0} x R¥~1), und daher ist 992 eine (k — 1)-
dimensionale Mannigfaltigkeit mit Orientierung (durch (¢2,...,¢") — ©=1(0,¢2,...,¢")).

Beweis des Satzes 55.1: Die Differentialform w habe zuné&chst ihren Trager ganz in U in Bezug
auf eine orientierte Karte ¢ : U — @, wie sie in 55.4 beschrieben ist. Dann folgt die Behauptung
aus dem Spezialfall. Der allgemeine Fall wird mit Hilfe einer Teilung der Eins auf diesen Fall

zuruckgefihrt:
dw = /mdw: /dmw = / mw:/ w.
/Q Z U, Z U, ( ) Z o0 o0

el el el
L 108.02.08)

AbschlieRende Bemerkung: Der Integralsatz von Stokes kann in verschiedenr Hinsicht verall-
gemeinert werden. In vielen Anwendungen ist das auch notig.

1. Die Bedingungen an den Rand von 2 kénnen abgeschwécht werden, wie das ja bereits
bei den Spezielfallen 50.3, 51.10 und 52.3 der Fall ist.

2. Die Differenzierbarkeitsbedingungen an w kénnen abgeschwécht werden. Das geht so-
weit, dass auch nicht differenzierbare Koeffizienten in den lokalen Darstellungen zugelassen
sind.

3. Die Differenzierbarkeitsbedingungen an die Mannigfaltigkeit kdnnen abgeschwacht wer-
den.



